2. Egyvaltozos nemlinearis egyenletek megoldasa

Ebben a fejezetben az egyenletek gyokeinek kozelitd meghatdrozasara alkalmas modszerek koziil
megismerkediink a legaltaldnosabban hasznalt Newton mddszer (Newton-Rapson mddszer) elméleti
hatterével, alkalmazasanak feltételeivel. A kozelité gyokoket eloszor 1épésenként adjuk meg, majd
egyre bonyolultabb eljarasokkal automatizaljuk a gyokkeresést, végiil megismerkediink a Maple
beépitett Newton eljarasaval.

Olyan esetekben keressiik az egyenlet gyokeit, illetve a fiiggvény zérushelyeit, amikor
megoldoképlet alkalmazdsa nem lehetséges.

A gyok (megoldas) meghatarozasa itt azt jelenti, hogy véges sok - és altalaban nem tal nagy szamu -
1épés utan az elméletileg pontos értéktdl adott hibakorlatnal kisebb mértékben tér el a gyokot kozelitd
érték.

Célunk olyan egyismeretlenes egyenlet gyokeinek meghatarozasa, amikor a megoldoképlet
alkalmazdsa fel sem meriilhet, illetve az egyenlet megolddsa nem allithat6 eld zart alakban.

V 2.1. Egyismeretlenes egyenletek megoldhatosaga

Hasznalt Maple parancsok: solve, fsolve, RealDomain

Vizsgaljuk meg a kdvetkez6 egyenleteket:

A megoldand6 egyenlet | Az Egzakt megoldas A megoldas Maple-lel
egyenle
t tipusa
1) sin(2x) —cos(x) =0 | Nem 2 sin(x)cos(x) —cos(x) =0
algebrai cos(x) (2 sin(x) — 1) =0 egyenlet] :=sin(2 x)
—cos(x) =0;
T sin(2 x) —cos(x) =0
cos(x)=0 x=" +kmke”Z
solve(egyenletl, x)
. 1 T D U -
sm(x)ZE x="c + 2 krm, x= D I S
% +2knkEZ
2) (x2+4)(x2— 1) =0 Algebra X4 - 0, igy egyenlet? := (x2+4) (x2
! X —1=0,x=%1 —1) =0;
(x*+4) (**—1)=0
solve(egyenlet2, x);
-1,1
with(RealDomain) -
solve(egyenlet2, x);
-1,1
_ 3 2
egyenlet3:=x" —9x +2x
Algebra| Van megoldoképlet +6=0;
3) ¥ —9x¥+2x+6 |1 =9 +2x+6=0




solve(egyenlet3, x);

4—22,4+22,1

4) ¥ —9x*=6

Algebra
i

Nincs megoldoképlet, nincs
egzakt megoldas

egyenlet4 := X —9x+6
=0;
¥ =9 +6=0
solve(egyenlet4, x)
RootOf ( 22 —9 72 +6,
-0.7946447004 ),
RootOf(_Z5 -9 _22
+ 6, 1.950736723),
RootOf(iz5 -9 722
+ 6, 0.8453619345)

fsolve(egyenlet4, x);
-0.7946447002,

0.8453619348,
1.950736723

fsolve(egyenlet4, x=0..1);
0.8453619348

5) =2 —x

Nem
algebrai

Nincs megoldoképlet, nincs
egzakt megoldas

egyenlet5 := e=yx+1
e=yx+1
solve(egyenlet5, x)
0, —; LambertW(

2e7%) —1

fsolve(egyenlet3, x)
0.

evalf (solve(egyenlet5, x),
4)
0., -0.7968

Megjegyzések:

- Az 1) és 2) egyenlet kozépiskolai feladat, analitikusan megoldhat6. A Maple a trigonometrikus
egyenlet egy periddusba esé megoldasait adja meg. Alapesetben az alaphalmaz a komplex szamok
halmaza, a RealDomain csomag elinditasaval sziikithetjiikk a megoldéasokat a valds szamok korére.

- A 3) egyenlet harmadfoku, megoldasara van megoldoképlet, de ismerete tilmutat a kozépiskolai
anyagon, a Maple megadja az egzakt megoldast.

- A 4) egyenlet 6todfokll, megoldasara nincs megolddképlet, igy a solve parancs nem ad
megoldast. (Galois francia matematikus, 1811-1832 megmutatta, hogy 6tddfoku, vagy magasabb
fokt polinomok zérushelyeinek meghatdrozdsara nincs megolddképlet, tehat olyan eljaras amely a
négy alapmiivelet és a gyokvonas segitségével szimbolikusan megadhatd, pontos értékeket ad. Az
fsolve parancs numerikusan megadja az Osszes, illetve egy eldre megadott intervallumba eso




megoldasokat.

- Az 5) egyenlet algebrai és nem-algebrai kifejezéseket is tartalmaz. Megoldasként egy pontos
értéket, illetve egy lizenetet kapunk a masodik gyok 1étezésérdl. Az evalf paraccsal ennek adott
jegyre valo kozelitését kapjuk.

V 2.2. A Newton-médszer (Newton-iteracio) alkalmazasanak feltételei,
az algoritmus lépései

V 2.2.1. Definicio

Iteracio (sorozatos megkozelités): kiindulva valamely, a megoldashoz "viszonylag kozeli"
elembdl, Iépésenként kiszamitjuk egy, a megoldashoz konvergalo végtelen sorozat egymas
utani tagjait. [

Az egy pontra tdmaszkod¢ iteracid altalanos alakja
X; 1= F(x),
ahol F az iteracios fiiggvény, i=0,1, ...
Ha az iteracios eljaras konvergens, akkor a keresett & gyokre igaz, hogy

&=F ().

A Newton-maddszer 1ényege az, hogy az egyenlet megoldasa helyett egy fiiggvény zérushelyét
keressiik, ugy hogy a fliggvény zérushelyét érintdinek zérushelyével kozelitjiik.

Lépés 1. A h(x) = g(x) egyenlet 2 oldalat egy-egy fiiggvénynek h(x), g(x) tekintve, abrazoljuk a
figgvényeket. A fiiggvénygorbék metszéspontjainak abszcisszai megegyeznek az egyenlet
(valos) gyokeivel.

Lépés 2. Irjuk at az egyenletet f(x) =h(x) — g(x) =0 alakra, igy az elzdekben meghatarozott
metszéspontok abszcisszai az f(x) fliggvény zérushelyeinek felel meg.
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Lépés 3. Hatarozzuk meg a kovetkezo6 feltételeknek megfeleld [a,b] intervallumot:
* az intervallumban csak egy gyok van és f(a) -/(b)<0 ,

* f(x)az [a,b] intervallumban kétszer derivalhato (tehat folytonos is),

« /(x) # 0 ha xE€[a,b] ( a fiiggvény monoton),

g

e f "(x) #0hax€[ab] (a fliggvénynek nincs inflexios pontja).
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fix) = = £ (x) £ (x)

Lépés 4. Hizzunk érintdt az f(x) fiiggvényhez az intervallum azon végpontjabol, ahol a
fliggvényérték eldjele megegyezik a masodik derivalt eldjelével (Mivel ez a 0. kdzelités, jeloljiik
Xo-lal.) A gyokot az érint6 x tengellyel valo metszéspontjaval kozelitjiik.



Lépés 5. {rjuk fel az (x, f(x,)) pontban huzott érintéegyenes egyenletét:

’

y=J(%) =/ (%0 ) (* —*0)

Lépés 6. Hatarozzuk meg az érintdéegyenes x tengellyel vald metszéspontjat, ez lesz az els6

kozelité gyok

/ (*0)

xI=x0— —
/(%)

Lépés 7. Az eljarast az (xl, f (xl) ) pontbdl kiindulva folytatjuk, mindaddig, amig az egymast

koveto két gyok kozelités eltérése a megadott pontossagnal nem kisebb.

Belathato, hogy ha x;=b, akkor a b, x, x,, . . .

X, . . .s0rozat monoton csokkend modon az

f(x) fuggvény egyetlen [a, b] -beli § zérushelyéhez tart. Ha az x;=a végpontbol indulunk ki, akkor

az a, X, X,, - - .

X, . . .sorozatot kapjuk, amely monoton novekvéleg tart E-hez.

Az eljarast tobbféleképpen is ledllithatjuk, vagyis az eljarasbol valo kilépés feltétele, hogy az alabbi
kilépési feltételek valamelyike nem teljesiil:

1. Az egymast kovetd érték kiilonbségére P, 41— x| <€ ahol 0 < ¢ a hibakorlat.

2. 1f(x,)| <e.

Osszefoglalva: A Newton-modszer algoritmusa:

Megvaldsitas Maple-ben
megadott 1épésszamig

Megvalodsitas Maple
-ben megadott hibahatarig

Input :
xp € (€>0).

n=1,
S (% —1)
I (*-1)

n=n-+1
amig kilépési feltétel = hamis

n n—1

Output : x,,

Xo, k

foritokdo

x[i] = (x[(i-1)]-f(x[i-1])
ID(f) (x[i-1]));

end do ;

Xp & k, hiba

for i to k while hiba > epsilon do
x[i] = (x[(i-1)]-f(x[i-1])
/D(f) (x[i-11));
hiba := (x[i]-x[(i-1)1);
end do;

X5 XgpeernXy)

V 2.3. A Newton iteracio megvalositasa Maple-ben




Hasznalt Maple parancsok: plots csomagdisplay, for ....to...while.., D, proc, Float, print, Digits
V 2.3.1. Iteracio lépésenként

1. Példa: Oldjuk meg az ©=4-3-6 egyenletet!

Lépés 1.

> h :=x—>x3;g = x—d ¥ — 6; plot({h(x),g(x)},x=-14.2,y=-6..6)
6,

Az abrabol latszik, hogy a feladatnak 2 megoldasa van a [-2,2] intervallumban. frjuk at az
egyenletet f(x)=0 formaba, majd ezt a fliggvényt abrazoljuk.

> f=x—x —4x"+6:plot(f(x),x=-14.2)




Lépés 3. Az abrarol megallapithato, hogy az egyenletnek egyik gyoke 4‘1 a[-1.4,-1], egy masik
gydke & az [1.5,2] intervallumba esik. Keressiik & értékét!

Vizsgaljuk a feltételek teljesiilését! (Mivel a derivalt adott helyen vett értékére vagyunk
kivancsiak, célszerii D(f)(x) utasitassal meghatdrozni a derivalt értéket.)

> elso_derivalt . =D( f) (x); masodik_derivalt := p? (f) (x)
elso derivalt :=3 ¥ —8x
masodik_derivalt =6 x — 8

> plot([ f(x), elso_derivalt, masodik derivalt], x=-1.4..-1, color = [red, blue, green],
legend = f(x)", elsé derivalt, masodik derivalt])

\15
10

5

-14 -1 = 1.1 10
x -5
- 10
-15

Jx) elso derivalt

masodik derivalt

Az abra jol mutatja, hogy az els6 derivalt mindeniitt pozitiv, a masodik derivalt mindentitt
negativ az adott intervallumon.

Lépés 4. 5. 6. Mivel a masodk derivalt negativ, ezért a negativ fiiggvényértékii pontbdl kell
kiindulni.

> x0 :=-1.5;x1 == x0-f(x0)/D(f) (x0);
x0:=-1.5
x1 = -1.160000000

Lépés 7. Véges szamu 1épés végrehajtasahoz elég egyszerd for ciklust irnunk. Meg kell adni a
1épésszamot, €s a kezddértéket.

> k==8:x0:=—1.5:x0 = x0:

f(xi-1)
D) (%)

>f0rit0kd0xl.:=evalf X~ end do :

> kozelitogyok = x[ k]

kozelitogyok := -1.086130198
Ha az elére megadott € hibahatarig akarjuk elvégezni a szamitasokat a while ciklust hasznaljuk.
> k=8:x0:=-15:x[0]:=x0:¢ = 0.001 : hiba := 100 :

> for i to k£ while € < hiba do



S(x[i—1])
(f) (x[i—=11)

x[i] = evalf(x[i —1]— )
end do :
> hiba = hiba; kozelitogyok := x[ k]

) s hiba == evalf (x[i] —x[i—1])

hiba := 0.000005451
kozelitogyok := -1.086130198

V¥ 2.3.2. Eljarasok a Newton iteraciora
Aziteral eljaras az iteracio egy 1épését elvégzd fliggvényt készit.
> restart : with(plots) :

> iteral :=proc(expr:.algebraic, x::name)
local iteration;
iteration :=x — expr/diff (expr, x);
unapply(iteration, x)
end proc :

2. Példa: Hatarozzuk meg aze =2 — X egyenlet pozitiv gyokét!

> f=x—oe 422 —2:
> Newton = iteral( f(x), x)
e +x°—2
Newton = x—x — —
e +2x

> plot( [f(x), D(f) (x), D(Z)(f) (x) ], x=-2.1, color =[blue, red, green], thickness=2)

4,
3,
2,

. /

~

—

Az abrabol lathato. hogy a pozitiv gyok a [0,1] intervallumba esik, ahol az els6 és a masodik
derivalt is pozitiv. Kezddértéknek tehat a zérushelynél nagyobb értéket kell valasztanunk, mert

ekkor egyezik meg a masodik derivalt eldjele a fliggvényérték eldjelével. Legyen a kezddérték
1.0.

Adjuk meg a kezddérteket (legyen ez x,) €s a Iépések szamat (k) !

> x0:=1.0;x[0]:==x0:k:=6:
> for i to k do x[i] := Newton(x[ (i —1)]) end do
x0:=1.0
x,:=0.6358246729



x, = 0.5431566927
x; = 05372973587
x, = 0.5372744493
x5 = 0.5372744493
xg = 0.5372744493

Készitslink animacids abrat is az eljaras "lefutasarol"!
> x0:= 1.0 : rajz .= plot( f(x),x=x0 —0.7.x0 + 0.1) : kep[0] := display(rajz) :

> for i to k£ do
xI = Newton(x0);
P :=plot([[x0,0], [x0, f(x0)], [xI,0]], color =blue);
kep[i] = plots[display]([kep[ (i — 1) ], P]);
x0:=x1
end do:

> display([kep[k]])

z /

1.5]

0.5

0.4 . 06 07 08 09 10 1.1
X
-0.51

A kovetkezd Newtoniteral eljaras addig fut, amig vagy kisebb lesz két egymast kovetd érték
kiilonbsége az eldirt mértéknél, vagy til nem 1épjlik a megengedett 1épésszamot. Az eljaras
masodik része az animacidhoz sziikséges képsorozatot allitja eld.

> restart : with(plots) :

> Newtoniteral :=proc( f, x0, n, delta)
local x, grafl, graf2, p, pl, kep, z, y, mini, maxi, a, b;
global i;
x =x0;
i=1;
mini == 10"10;
maxi :=— 10"10;
Z: =X,
yi=x —f(x)/D(f) (x);
while i < n and evalf (delta) < evalf(abs(y — z) )do
y:=evalf(x —f(x)/D(f) (x));



zZ:=Xx;
mini := min(evalf (x), evalf (mini) );
maxi ;= max(evalf (x), evalf (maxi) );

X =)
i=i+1
end do;

a := min(mini, evalf (x0)) — Float(2, —1);
b := max(evalf (x0), maxi) + Float(2, —1);
grafl :=plot( f(t), t=a..b, color =blue);
kep|| 0 = display(grafl);

i=1;
x =x0;
yi=x —f(x)/D(f) (x);
Z=X

while i < n and evalf (delta) < evalf(abs(y — z) )do
y=x —f(x)/D(f) (x);
zZ:=x
p =plot([[x,0], [x,f(x)], [y, 0]1], thickness=1);
kep||i := display([kep|| (i —1),p]);
X =y;
i=i+1;
print('x'[i — 1]=evalf (x))

end do

end proc:

3. Példa: Hatarozuk meg az f(x) =X =03+ +1 fiiggvény zérushelyeit!

>f:=x—>x3—0.3x2+1;
plot( [f(x),D(f) (x),D(Z)(f) (x)],xZ -1.1..1,y=-0.8..1.7, color = [ blue, red,

green])
fi=x—xr 4+ (-1)-03x +1
1.5
y
0.5
- 05 0 0.5 1
X
0.5

Az abrabdl latszik, hogy a fiiggvénynek (kék) egy zérushelye van, hiszen a derivalt (piros)
masodfoku, ¢és egy "kis" szakasztol eltekintve pozitiv, tehat a fliggvénynek a grafikonon nem
lathat6 része szigorian monoton novekvo. Az is latszik, hogy a gyoka [ -1,-0.5]
intervallumban van. A kezddérték lehet példaul a -1, vagy ennél kisebb szdm, mert ekkor a
masodik derivalt (z6ld) megegyezik a fiiggvény eldjelével, és mind az elsd, mind a masodik



derivalt eldjele allando a zérushelyet tartalmaz6 intervallumban.
Legyen a kezddérték -2, a megengedett maximalis 1épésszam 10, a kivant pontossag 10°%,

> Digits == 12 : Newtoniteral( f, -2, 10, 10_8)
x,=-1.37878787879

x, = -1.04321025530
x3=-0.924519905634
x, = -0.909565212175
x5 =-0.909339283947
X = -0.909339232865
x,=-0.909339232865

> display([kep|| (1..i — 1) ], insequence = false)_

22 b -18 -16 Aa -1

V 2.4. Példak a feltételvizsgalat fontossagara
1

4. Példa: Hatarozzuk meg azf(x) =x — 2 x 2 4 sin(x) fliggvény legnagyobb zérushelyét!

>f:=x—>x—2\/?+sin(x);plot(f(x),x=0..15)
f:=x—>x—2\/?+sin(x)



Az abra alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy a legnagyobb zérushely az [ 5, 6 ] intervallumban van.

> plot( [f(x), D(f) (x), D(2)(f) (x) ],x=5 ..6, color = [ blue, red, green])

1.4
1.2
1,

0.8]
0.6 /

0.4
0.2
ok ‘ ‘ ‘

-0.2]
-0.4

> Digits = 12 : Newtoniteral( f, 6, 10, 10_6)
x; =5.47058871628

x,=5.41769027340
X, =5.41679785537
x,=5.41679759339

> display([kep|| (1..i — 1) ], insequence = false)



0 /

0.8
0.6
0.4

0.2

5344 55 56 57 58 59 60 6.1 62
t

-0.2

A kezdépont helytelen megvalasztasanak belathatatlan kovetkezményei lehetnek! Legyen a
kezddérték 9.55.

> Newtoniteral( f,9.55, 10, 10_8)
x;=19.8251008611

x, =11.0324933699
X3 =6.42535279392
x, =5.48679240027
x5 =35.41828005653
Xe=5.41679831539
x,=35.41679759340
xg=35.41679759339

> display([kep|| (1..i — 1) ], insequence = false)
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A "kozelitd" értékek kaotikusan viselkednek, bar egy id6 utan beall a szigori monoton csokkenés.
Ha a kezd¢ érték 9.6

> Newtoniteml(ﬁ 9.6, 10, 10_8)

Error, (in Newtoniteral) complex argument to max/min

A szédmolas sordn olyan értékek adddnak, ahol a fliggvény nincs is értelmezve. Ha csak a kapott



érintOket szemléltetjiik, a kovetkezd abrat kapjuk:

12

N A~ O

-120

2100 -80  -60
X

V 2.5. Gyakorlati alkalmazasok

-40

Hasznalt Maple parancsok: subs, animate unapply

20

5. Példa Kepler-probléma: A Nap koriil keringd bolygok mozgasat leird egyenlet megadasa. A
megoldasnak az elméleti alkalmazasok (asztrofizika, atomfizika) mellett az id6szamitasban, a
navigacidban is fontos szerepe van.

A Kepler-térvények kimondjak, hogy a bolygok — igy a Fold is — Nap fokuszpontu ellipszis palyan
mozognak, a mozgas sordn a bolygotol a Naphoz huizott vezérsugar egyenl6 idok alatt egyenld
tertileteket surol, tehat a bolygd nem egyenletes mozgast végez.

A feladat ezen mozgas hely-id6 dsszefiiggésének megadasa.

Kepler a problémara a kdvetkezé megoldast talalta. Tekintsiink egy olyan korpalyat, melynek
kozéppontja a foldpalya kozéppontja, sugara pedig a foldpalya fél nagytengelye. Ezen a palyan
mozogjon egy test egyenletes sebességgel.

Jelmagyarazat
©  valodi anomifia
W Kizepes anomdlia

1 R R

N® Nap

¥ @ TFold

. @ 'kozép' Fold
@ o perthélium

A valodi Fold =NF vezérsugaranak meghosszabbitasaval érzékelhetové valik a két objektum



mozgasanak eltérése. A Fold a napkozeltdl indulva siet, majd lassulva ismét ,.talalkozik™ az
egyenletes mozgasu égitesttel. A legnagyobb naptavolsagot elhagyva a viszonyok megfordulnak: a
Fold kezdetben lemarad, majd felgyorsulva utoléri az ,.etalont”. http://hu.wikipedia.

org/wiki/Kepler-probl%C3%A9ma

Az abréan a P pont a palyanak az a pontja, ahol a bolygo a kdzponti égitesthez legkdzelebb van:
perihélium, vagyis a=OP az ellipszis fél nagytengelye. A bolygo pillanatnyi helyzetét
egyértelmiien megadja az az @ sz0g, melyet az r vezérsugar az NP tengellyel bezar, ezt valodi
anomalianak nevezziik.

A cél az ® = o(t) Osszefliggés meghatdrozésa.

A feladat megoldasahoz vezetd, igynevezett Kepler-egyenlet:

> u=n—e-sin(n) :

ahol e =% - az ugynevezett numerikus excentricitas, ami a Fold esetén e=0.01674, u - az abrabol
leolvashatoan - az idével egyenesen ardnyos mennyiség, un. kozepes anomalia, n az excentrikus

anomalia. Képezziik azt a fliggvényt, aminek a zérushelyét keressiik. Abrazoljuk a kapott
figvényt kiillonboz6 rogzitett p estén.

f=mn—n—esin(n) —p:
> e = 0.01674:

> with(plots) : g:=subs(u=%,f(n)) :

plot(g,n=0..2~Pi, plot(g,nZ 7 Pi .. 9 Pi , animate( plot, [f(n),n=0..2
32 32 -Pi], u=0.2-Pi, trace=>5,
tickmarks = [ piticks, tickmarks = [ piticks, frames =10 , tickmarks
N Pi N Pi = [ piticks, piticks],
piticks], title =L = e piticks], title == e ') insequence =false);
') o= 1 i n=0.
4 27

u:l
T
4 128 /
TCLA 0
A r n an 157331 9n 2
4 _m| 64 128 32 - 4
32 n n
n -2n

A baloldali é4bra a M:% értékhez, a jobb oldali abra kiilonbozo p értékekhez tartozo f(n)

figgvényeket mutatja. A fiiggvénygorbék latszolag 1 meredekségli egyenesek (hiszen e értéke
kicsi). A kozéps0, kinagyitott dbra cafolja ezt az éllitast. A fliggvények szigorian monoton
novekvoek, teljestilnek a Newton mddszer feltételei.

A Kepler-egyenlet megoldasakor a feladat az, hogy adott p-hoz keressiik n-t. A Kepler-egyenlet
azonban transzcendens, igy n-t az L fliggvényeként véges formdban? megadni nem lehet. Ennek
kovetkezménye az, hogy a feladatnak az id6 fliggvényeként zart alaki megoldasa nincs. Ez sok

nehézséget okoz, kiilondsen a perturbacidszamitasban.



Kis e esetén az iteracio kezdéertékeének n =p erteknek vehetd. fgy kiilonbozd p értékekhez

kiszamithatjuk n értékeit, megadott pontossaggal.

(j—1)-m
8
1= 0.392699081699

x; =0.399205834120
x, =0.399205695664

1 :=10.785398163398
x; =0.797376923104

x,=0.797376060387
w:=1.17809724510
x, =1.19366270267
x,=1.19366081349
x;=1.19366081349

u:=1.57079632680
x; =1.58753632680

x,=1.58753398201
xy=1.58753398201
i :=1.96349540849
x; =1.97886270709
x,=1.97886089689
x,=1.97886089688

> forjto5do u:= evalf(% + ); Newtoniteral(f, u, 10, 10_6) end do

Megjegyzés: Az eljardsban az ismeretlent x-szel jeldltiik, igy n=x. Az (u,m) pontokra illeszthetd
gbrbékrodl a 6. fejezetben lesz sz0.

A Kepler-egyenletet megoldva  is kiszamithatd az o €és n kozti 6sszefliggés alapjan. Egyszert
geometria megfontolasok alapjan (példaul http://astro.elte.
hu/icsip/egi_mechanika/kettest problema/4fejezet.html )

. 2 — l+e . 1 .
> e.—e.tan(zj | —o tan(zj.
A Fold esetén

— . o)|_/1l+te n
> e:=0.01674; tan( > j | —o tan( ) ]
e:=0.01674

tan(% co) — 1.01688248925 tan(% n)

Tehat a két értek kozelitdleg megegyezik.

6. Példa Kompresszibilitasi egyiitthato R. DeSantis (1976) irta le a valodi gazok
kompresszibilitasi egylitthatojat (z) a kovetkezd forméban:

1 +x —i-xz—x3
Z:

>
(1-x)?




aholx = 4L, b a van derWaals egyiitthato, v a molaris térfogat. Adjuk meg x értékét, haz=0.892.
%

1-|-x—|-x2 3

> fi=x—z— S iz=0.892:
(1 - x)
Abrazoljuk a fiiggvényt! Keressiik meg a fiiggvény legnagyobb zérushelyét!
plot(f(x),x=-4.6, -4..8, plot(f(x),x=14.2,-4.2)
dlscom‘ true) )
1 /
RN 2.0
X
-2
-3
x -4

Képezziik a fliggvény derivaltjait, majd valasszunk kezddpontot!

2
> = f(x) =D(/) (x);ﬁf(xFD(z)(f) (x);

plot( [D( f) (x), p? (f) (x) ], x=1.6..1.9, color = [red, green], thickness=2)
1

d [0892_ +x+x2—x3):_ 1+2x—32  2(1+x+3—»)
de (1—x)° (1—x)* (1 —x)°
’ ¥ 2 2 3
da (0892— l +x+x" —x J:_ 2—6x 4(142x—3%) B 6 (1+x+x —x)
07 ‘ : :
1.7 1.8 1.9
X
_20,
-40
-60
-80

A masodik derivalt (zold) negativ, ezért az intervallum bal végpontjabdl inditsuk az eljarast.

> Newtoniteral( £, 1.6, 10, 10_8)
x; = 1.70572296015



x, =1.73948435008

x3=1.74186339420

x, = 1.74187386747

x5 =1.74187386767
7. Példa Reynolds szam Lee és Duffy (1976) a kovetkez6 empirikus képletet talalta fibrozusos
részecskék szuszpenzidja aramlasdnak surlddasi tényezdjére:

> in-ln(RE-ﬁ)+14—5—'6:
-k k

aholx a surlodasi tényzo, RE a Reynolds szam, k pedig az oldat koncentraciojatol fiiggd allando.

Ha az oldat koncentracidja 0.08 %, k=0.28. Mennyi az x értéke, ha RE=3750? Képezziik azt a
figgvényt, amelynek zérushelyét keressiik.

1
k

5.6

> fi= Subs[ {k=0.28, RE=3750}, % -— -ln(RE-\/?) —14 + Tj . f = unapply( f, x)

X

f=x— 357142857143 1n(3750 VX ) + 6.0000000000

X

plot(f(x),x=0.001.0.01,
color = blue, title =f (x)")

f(x)

0.003 0.006~0.010
X

plot(D(f) (x),x=0.001..5,
color =red, title =
'Elsé derivalt')

Elsé derivalt

3 45

plot(D? (£) (x),x=0.001
..1,y=0..4000, color
= green, title =
'Masodik derivalt')
Masodik derivalt
400

¥ 200

0.10.30.50.7 1.0
X

A fliggvénygdrbe szigoruan monoton csokkend, konvex gorbe, igy a feladat megolddsdhoz legyen

>

X, = 0.004 :

> Newtoniteral( f,0.004, 10, 10™%)

igy 10°® pontossaggal megkaptuk a keresett surlodasi tényezot.

x; =0.00494105157810
x, =0.00511739449449
x;3=0.00512189073926
x, =0.00512189350260

V 2.6. Beépitett Maple lehetéségek

A Maple tobb lehetdséget is kinal a Newton modszer automatikus végrehajtasara.

V Oktaté (Tutorial)

Az Eszk6z0k meniisorban, Oktatok meniipont, Kalkulus-Egy Valtozd, Newton Eljaras
kivalasztasaval egyszerlien megkapjuk egyismeretlenes egyenletek kozelitd gyokeit.




5) (Eszkozok (T)| Ablak (W) Segitség (H)

Illll

Megadhatjuk a fiiggvényt, beallithatjuk a kezddpontot, az iteraciok szamat. Statikus abran vagy
animacion grafikusan, illetve az Approximate ablakban numerikusan is megjelennek a kozelito

Asszisztens (A) »
Math Apps

Oktaték (T) K
Feladatok (K) »
Csomag Betoltése 4
Csamag Visszatoltése 4

Helyesiras ellenérzés... (S) F7
Parancs Végrehajtasa (C) Ctrl+Space
Segitség Adatbazis (H) »

Calculus - Multivariate (M) ’
Kalkulus - Egy Valtozo (C) »

Komplex Valtozék (X) »
Differencial Egyenletek (D) »

Liedris Algebra (L)

Numerikus Analizis (N) »

El6Kalkulus (P)
Vektor Kalkulus (V)

»

Opcidk... (0)

Frissitések Ellendrzése... (U)

Antiderivaltak... (A)
Megkdzelité Integralas... (P)
Kériv Hosszak... (L)

Gorbe Elemzés.. (C)
Derivaltak... (D)
Differencialasi Eljarasok... (E)
Faggvény A’(Iag... (F)
Figgvég Inverz... (O)
Integralasi Eljarasok... (I)
Limit Eljarasok... (M)

Kozép Erték Elmélet... (H)
Newton Eljaras... (N)
Riemann Szummak... (U)
Metszévonalak... (S)

A fordulat Felalete... (R)
Tangensek... (T)

Taylor Becslés... (V)

A fordulat mennyisége... (V)

értékek.
-
Calculus 1 - Newton's Method g
File Help
_ Plot Window Enter function information
2 Function: f(x) = exp(x)-2+x"2
Initial point: x =1
| Iterations: n =5
|
1 | Approximate Values
| The following i= a list of the
| Newton iterates:
7 |
k, value
I |
0 0, 1
0304 2506 07 080910 1, .635824€72%
% 2, .5431566928
3, .5372973588
i 4, .53727444%4
5, .5372744490
-1
[ Display ][ Animate H Plot Options ] [ Close ]
Maple Command
| NewtonsMethod (exp(x) -2+x~2, 1, 'iteratioms'=§, 'output'='plot'):

V A Student[Calculus1] csomag NewtonsMethod parancsa




A Student csomag tobb alcsomagot tartalmaz, amely kimondottan egyetemi alapozé matematika
témakorok tanuldsahoz €s tanitdsdhoz ad segitséget. A Calculusi alcsomag NewtonMethods
parancsa tobbféle opciot kinal a kozelité gyok megadasara.

> with(Student| Calculusl]) :

Kotelezéen megadando a fliggvény (egész pontosan itt kifejezést kell megadni), aminek a
zérushelyét keressiik, €s a kiinduldsi érték. (Figyelem! A feltételvizsgéalatot nem Usszuk meg itt
sem.)

Opcidk: output =value, sequence, plot, vagy animation (érték, sorozat, abra, animacio)
> NewtonsMethod( ¢ —2+ xz, x =1, output = value)

X

> NewtonsMethod\ e — 2 + xz, x =1, output = sequence)

X

> NewtonsMethod( ¢ —2+ xz, x=1, 0utput=plot)
> NewtonsMethod( e —2+ xz, x =1, output = animation)

V 2. 7. Feladatok
1. Feladat Adjuk meg az alabbi egyenletek adott intervallumba esé gyokeit 10 *-es hibaval!
la. X —2x—5=0 [1,4]

T
0. —
2

le. ¥ 43x—1=0 [4,0]

I.b. x—cos(x)=0

2. Feladat Adjuk meg az alabbi egyenletek gyokeit 10 -es hibaval!

_ 2-¢ +x°
3

2.b. € +2 " +2cos(x) —6=0
2.¢c. x2+10cos(x)=0

3. Feladat Hatarozzuk meg Newton médszere segitségével a kdvetkezo kifejezések értékeit 4
tizedesjegy pontossaggal. (Segitség: irjon fel olyan egyenletet, amelynk megoldasa az adott érték.)

3.a. \/?

3.b. In2

3.c. W
4. Feladat Annak valosziniisége, hogy egy teniszjatszmaban A jatékos 21:0 ardnyban nyerjen B
l+p p
2 ( l—p+p
egy jatszmat. Adjuk meg 10> hibaval azon p valdszinliséget, ami biztositja azt, hogy A4 a B-vel
jatszott jatszmak felét 21:0 aranyban nyerje.

2. a.

jatékossal szemben P = 3 ] , ahol p annak a valdszinlisége, hogy 4 megnyer

V 2. 8. Ellenorzo kérdések

1. Milyen feltételek teljesiilése esetén alkalmazhatjuk a Newton-féle érintémddszert?

2.Mit biztosit az a feltétel, amely szerint % f(x) # 0 az[a,b] intervallumon?



2
3. Miért van sziikség a d—zf(x) #0x € [a, b] feltételre?
dx

4. Hogyan kell a kezddértéket megvalasztani?



